8.4.2 Limity nékterych posloupnosti

Piedpoklady: 080401

Pedagogicka poznamka: Tuto a tfi nasledujici hodiny je mozné probrat za dvé vyucovaci
hodiny. V této hodin€ je mozné vynechat dokazovani limit v piikladu 3.

Opakovani z minulé hodiny:
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Hodnoty posloupnosti o +2 se pro n bliZici se k nekone¢nu bliZi k 2 a to tak, Ze mezi
n=l1
posloupnosti a ¢islem 2 ,,neexistuje Zddnd mezera“ = tikame, Ze Cislo 2 je limitou
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posloupnosti (% + 2) pro n bliZici se k nekone¢nu (piSeme lim (% + 2} =2).
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Exaktni zachyceni pfedchoziho odstavce obsahuje definice limity.
Rikdme, Ze posloupnost (an )::1 je konvergentni, pravé kdyz existuje ¢islo a JR
takové, Ze plati: Ke kazdému & >0 existuje n, LN tak, Ze pro vSechna pfirozend

Cisla n=n, je |an - a| < ¢ . Cislu a fikdme limita posloupnosti (an ):;1 .
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Vypada to, Ze limitou této posloupnosti je ¢islo 1. Hodnoty se k nému bliZi z obou stran.
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Zkusime vlastnost lim [u + IJ =1 dokazat z definice v modrém ramecku.
n

Zvolime € =0,1. Hledame takové n,, aby platilo, Ze pro n=n,, |a, —a| <Eg.
Dosadime: ﬂ+1—1 <0,1.
n
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ﬁ <0,1 Plati (pro n N ): |[ 1] =‘( ) =l.
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10<n = pro a,, avSechna a, za nim plati: |an —1| <0,1.

Zkusime to obecné pro £>0.
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1 . e . [-1] ,
<n = protoze £ >0, urcit€ takové a, najdeme = posloupnost | =——+1 ma
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n=l1

limitu 1.

Pr.1: Pro zadané posloupnosti napi$ prvnich deset ¢lend, nacrtni jejich graf a odhadni, zda
maji limitu.
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' Na prvni pohled se zdd, Ze posloupnost se ,.k niemu nebliZi* a neméla by tedy mit limitu.

- Pokud vSak pouZijme pifmo definici limity, je zfejmé, Ze posloupnost ma limitu rovnou jedné,
' protoZe pro libovolné¢ Siroky pas kolem 1 jsou vSechny ¢leny posloupnosti ihned uvniti a

- spliiujf tak podminku pro existenci limity.

- = Zfejmé plati: lim (1) =1.
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- Jak z hodnot tak z grafu je ziejmé, Ze posloupnost nemé Zadnou limitu.
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Z grafu se zd4, Ze posloupnost md dv¢ limity 1 a —1, ale pozor!!! Kdyby posloupnost méla
- limitu 1, musel by napfiklad pro pés o poloméru 0,5 existovat ¢len a, takovy, Ze viechny
¢leny posloupnosti za nim by byly uvnitf pasu, ale to se kvuli tomu, Ze polovina ¢lent

- posloupnosti se snaZ{ ptiblizit k —1, nestane, protoZe tyto ¢leny se do pasu nedostanou. =

. Posloupnost nema zadnou limitu (u limit posloupnosti nejde sedét jednim zadkem na dvou

! posvicenich).
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Z grafu se zd4, Ze posloupnost m4 limitu 2.
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, se blizi vyrazu — =2.
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 Z uvahy: vyraz
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| = Ziejmé platf lim—2"-=2.
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Pedagogicka poznamka: Neni mozné ¢ekat, az budou mit vSichni bod d). Staci, kdyz se jim
podaii dokon¢it bod c).

Ptedchozi ptiklady dobfe dokumentuji dvé dalsi vty o limitdch posloupnosti.
» Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
» Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

| P.2:  Najdi v predchozim prikladu bod, ktery dokumentuje kazdou z predchozich dvou
vét, a zkus najit hlavni myslenku dikazt obou vét.

- a) Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu.

' Vétu dokumentuje bod c), ackoliv se z grafu zd4, Ze posloupnost ma dv¢ limity, je v piikladu
- zdiivodnéno, pro¢ posloupnost nem4 ani jedinou (napiiklad do pasu o poloméru 0,5 se

. nevejde polovina ¢lent posloupnosti, které se snazi ptiblizit hodnoté —1). =

Myslenka dikazu: Kdyby posloupnost méla dvé rtizné limity, stacilo by kolem jedné z nich

- udélat pés, ktery ma mensi polomér nez je vzdalenost téchto limit, a ¢leny, které se blizi

i k druh€ limité, budou mimo n¢j.

. b) Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

S vétou souvisi bod b), kde médme neomezenou posloupnost a je ihned vidét, Ze nemiiZe mit
limitu. =

. Myslenka dikazu: Posloupnost je neomezend, praveé kdyz se pro n bliZici se nekone¢nu bliz{
' &leny posloupnosti také nekoneénu (nebo minus nekoneénu = roste nebo kles4 nade viechny
. meze), pak se ale nemohou bliZit k n&jakému konkrétnimu &islu (limité).

Pr.3: Odhadni limity nésledujicich posloupnosti a poté jejich existenci dokaZ pouZzitim
definice limity.
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- Cheeme dokézat, Ze pro libovolné € >0 najdeme takové n,, aby platilo, Ze pro n = n,,

a, - a| < & . Budeme odvozovat od konce.

q”—0‘<£

q"|<é& zlogaritmujeme, log x je rostouci funkce = neobracime nerovnost.
log‘q”‘ <loge

n10g|q| <loge /:log|q| |q| <l = 10g|q|<0 = obracime znaménko nerovnosti.
loge
| log|q|
limg" =0; g <1.

n> = pro kazdé & dokaZeme dopocitat n = podminka je splnéna = plati:

Jak by to vypadalo, kdyby neplatilo |q| <1?

|q| > = 10g|q| >(0 = neobracime znaménko nerovnosti.
log e
10g|q|
posloupnosti mimo vyznaceny pas o Sifce & = pro |q| >1 posloupnost neni konvergentni.
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' Odhadujeme lim~=0.
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. Chceme dokdzat, Ze pro libovolné & >0 najdeme takové n,, aby platilo, Ze pro n =n,,

n< = presn¢ opacny vysledek nez potfebujeme, od urcitého n budou viechny cleny

! |an - a| < £ . Budeme odvozovat od konce.
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P —<n = mdme urcené n pro kazdé £ = podminka je splnéna = plati: lim—=0.
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Odhadujeme li{g3 =3.

Chceme dokazat, Ze pro libovolné € >0 najdeme takové n,, aby platilo, Ze pro n=n,,

|an - a| < £ . Budeme odvozovat od konce.

Pif<e

|O| <& = Pro libovolné & je podminka splnéna ihned = jako a, miZeme brit q, a
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jako n jednicku = podminka je splnéna = plati: lim3=3.
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Odhadujeme limin =0.
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- Chceme dokézat, Ze pro libovolné € >0 najdeme takové n,, aby platilo, Ze pro n 2 n,,

' |a, —d| < &. Budeme odvozovat od konce.
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e 2" je vZdy kladné ¢&islo = plati |—|{=—.
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P —<2" zlogaritmujeme, log x je rostouci funkce = neobracime nerovnost.

logl <log?2"

! &

logl <nlog2 /:log2 log2>0 = znaménko se neméni.
&

logl<n[]]og2 /:log?2
! £

€<n = Pro kazdé & dokazeme dopocitat n = podminka je splnéna = plati:

Pedagogicka poznamka: Pii kontrole je na misté zminit, jak by situace vypadala, kdyby
neplatilo |q| <1. Ani v jednom piikladu se Zici jinak nesetkaji s tim, jak to vypada,
kdyZ posloupnost konvergentni neni.

Posledni vysledek je jasny a dilezity zaroven. Zformulujeme si ho do véty a podle ni
zformulujeme jesté jednu vétu:

*  Geometricka posloupnost (q” )m:1 , pro kterou plati |q| <1 je konvergentni a jeji
limita je 0.
*  Geometricka posloupnost (a,)”_, pro jejiz kvocient ¢ plati |g| <1 je konvergentni

a jeji limita je 0.

Shrnuti: Dosazenim do definice mizeme dokazat existenci limity.



